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Intersections et Convergence

Paul de Faget de Casteljau

Abstract. C'est en 1958, que j'ai rejoint l'6quipe de fraisage num6rique,
CAO de la pr6histoire, anim6e par Monsieur de la Boixibre : Farfelus
pour les uns, fous pour d'autres, personne en dehors de notre chef n'aurait
os6 parier un seul kopek sur 1avenir de cette technique. Les problbmes
Ssurmonter 6taient aussi nombreux que fort ardus : Par exemple, celui
d'intersections, ou racines. Nos ordinateurs se bloquaient. De toute ur-
gence, il fallait mettre sur pied une m6thode efficace, en harmonie avec les
exigences de ce nouvel outil. Apr~s tant d'essais d'autant plus volumineux,
que longtemps infructueux, comme tout parait simple, quand on pr6sente
le joyau final! Mieux encore, une idWe directrice, qui comblera d'aise les
f6rus de fractions continues, nous y conduit en toute logique.

§1. Un Peu d'Histoire

Pour ddmarrer 1'6tude des formes de C.A.O., quelques instants de r6flexion
pouvaient suffire, pour se convaincre que, pour concilier les impdratifs du
dessin h ceux d'une production de calculs, la seule solution acceptable restait
l'utilisation en gdomdtrie affine des formes paramdtriques polynomiales h tra-
vers lFalgorithme devenu c6lbbre. La ndcessitd d'obtenir une solution, unique
pour tout param~tre, interdisait des calculs aventureux. MWme si le calcul de
fonctions du genre arc cos(x), au voisinage de x = 0, aurait gagn6 du point de
vue logique, de l'utilisation de formes vf, d6jh multiforme, les math6matiques
en sont rest6es aux sdries enti~res! (rarement, les fractions rationnelles, frac-
tions continues...).

Il n'en restait pas moins h traiter de nombreux problbmes, qui, chacun,
pouvait me donner l'impression d'avoir h passer le concours de l'agrdgation,
me crdant des cauchemars nocturnes, tout en regrettant am~rement le bon et
solide poste de professeur qui aurait pu &tre le mien.

"M'sieur, qa ne marche pas!", phrase rituelle, qui m'annon§ait encore une
nouvelle catastrophe, h cette dpoque hdroique, pour ne pas dire prdhistorique.
Cela m'arrachait h mes m6ditations et reveries oh je me figurais dans une
sorte de paradis terrestre, oh les m~mes visiteurs me fdlicitaient de ma dernibre
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10 P. de Casteijan

trouvaille d'un "Ce n'est vraiment pas mal, votre truc!", phrase toujours rest~e
dans le virtuel de ma pens~e.

Parmi ces innombrables probl~mes, qui me ramenaient brutalement au
sens des r6alit~s, ii y eut le probl~me des intersections. 12i encore, pas ques-
tion d'adopter une attitude universitaire, autour d'une savante discussion sur
l'existence et la nature d'6ventualit6s favorables. Il fallait "produire" une
racine et une seule, et de surcroit, de valeur acceptable. Cette fois, l'unicit6
devenait difficile h garantir, surtout au voisinage de racines multiples, voisines
ou confondues. Aucune des tentatives de tenir compte des termes non lin~aires
(Whittaker, etc ... ) pour amn6liorer la m~thode de Newton ne s'est vraiment
impos~e. Et les exploitations en ordinateurs atteignaient la limite du quart
d'heure qui, par pr~caution, en limitait la dur~e! Et de plus, il fallait agir
vite, tr~s vite. .. .pour reprendre un probl~me tr~s classique h z6ro, en poussant
notre "cri de guerre" :"Mais, qu'alors y faire?" (jeu de mots: allusion h un
calorifere).

§2. Expos6 du ProblMre

On veut calculer la valeur de x, qui v~rifie H'quation

P(X) =0,

oii P(x) est un polyn6me (ou un d~veloppement limit6, en s~rie de Taylor,
d'une fonction f (x) ... ).

Ce probl~me se pose aussi h plusieurs inconnues; ainsi, pour n =3, calcul
de x, y, z pour que { (X,Y, Z) = O,

Q(x,y)z) =0,
R(x, y, z) = 0.

Pour le cas n = 2, j'ai pr~sent6 au congr~s de Schlof3 Dagstuhl (Saarland
1996) une fort jolie m6thode, habile manipulation de g~om~trie projective, tr~is
efficace; malheureusement, tous mes efforts de 1'6tendre hi d'autres valeurs de
n oat 6chou6. J'ajouterai h l'adresse des chercheurs, qui auraient la t~m~rit6
d'6tudier le cas n = 3, que j'avais bien cern6 la difficult6 qui rendait ce cas
impossible.

Les seules 6quations qui conduisent h~ une solution unique, sont du premier
degr6. Ii nous reste la possibilit6 de tenter une identification autour de x = 0
du polyn6me P(x) h une fraction rationnelle dont le num~rateur soit lin6aire.

n = 1 (X) - a + bx
n=1~ P~+ dx +ex2 +.

n = P(,Y, ) _a + bx + cy + dz

On en d6duit une suite d'approximations de la racine, chacune utilisant
les pr~c~dentes, de fa~on optimale. Cela peut se prouver par l'analyse, et
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le v6rifier sur des exemples concrets: elle est ia meilleure, compar6e h toute
manipulation du m~me type.

L'identification brutale, terme h terme, conduit h~

A+Bx+Cx 2 -AB + (B 2-AC)x
B - Cx + ...

A ±Bx +Cx 2 + Dx 3 _A(B 2-AC) + [A(AD-BC) + B(B 2 -AC)]x
B2 -AC + (AD-BC)x + (02 -BD)X2 + ...

A+Bx+Cx 2 + Dx 3 +Ex 4 _num
den'

num =A[A(AD - BC) + B(B 2 - AC)
+ [A2 (BD - AE) + AB(AD - BC) + (B2 - AC) 2]X

den =[A(AD - BC) + B(B2 - AC)
"+ [A(BD - AE) - C(B 2 - AC)]x
"+ [B(AE - BD) - C(AD - BC)X 2

- [A(D 2 
- CE) + B(BF - CD) + C(C 2 

- BD)]X3 + .

Seuls les num~rateurs nous int~ressent:

B A 0 0 0...
C B AO0 0 ...
D CB A 0...
E DC B A...
F E DC B...

Si on appelle Uj la succession des d~terminants utilisant les i premi~res lignes
et colonnes de la matrice ci-dessus, en posant U0 1, on obtient la s~quence
d'approximations

Xi = i

--4 (Newton), X2 coincide avec Whittaker, mais non X3 et au delh.
Mais il y a mieux a faire

§3. Aigorithme

Une 6tude compl~te de cette question prouve que P'on obtient le maine r~sultat
en utilisant un algorithine qui rappelle le schama de Hdrner.

Ei s'agit de calculer la racine x, en partant de ia valeur x = 0 d'une sanie
enti~re type MacLaurin 6crite sous la forme

ao = alx+a2X2 +... + anXn+.

On 6crit alors i'algorithme sous la forme:



12 P. de Caste~jau

ao = aIN donne N ~- Newton
ao = (a, + a2 N)P "1 P -. Whittaker 1
ao = [a, + (a2 + a3 N)P]Q ") Q -Fractions continues 22

a0 = {a, + [a2 + (a3 + a4N)P]Q}R ") R 5 3

130'

On a indiqu.6 h droite le nombre (*) de possibilit6s d'utilisation des approxi-
mations ant6rieures, dans un ordre diff~rent, ou avec r~p~tition. Mes 6tudes,
h 1'6poque, m'ont conduit h prouver qu'audune ne fait mieux, avec les hy-
pothbses adopt~es (le nombre 130 est la somme des trois pr~c~dents, pour
tenir compte de toutes les approximations nouvelles).

Cette me~thode est d'autant plus ejjicace que la s6rie ai inverser est plus
convergente ;cela se v6rifie pour e', sin(x), sh(x), pour calculer ln(x), Arc
sin(x), Arg sh(x).

On va, h titre d'exemple, calculer le logarithme n~pcirien de 2, lh oh la
scirie In(1 + x), au bord de son cercie de convergence, est particuli~rement
d~sesp~rante.

Il convient de n'y voir qu'un exemple, et non une invitation h faire le calcul
des logarithmes de cette fa~on-lh. Notons encore tout I'intir&t d'inverser les
lignes trigonomcitriques par l'utilisation simultan&e du sinus et du cosinus, ou
encore pour un triangle rectangle les cotcis S, C, H du sinus, du cosinus et
l'hypot~nuse.

Pour les lecteurs intciress6s par cette question, on peut d~montrer deux
sciquences de r~duites de fractions continues, coincidant une fois sur deux, ou
encadrant par exc~s et par d~faut, la valeur exacte de la fonction :l'une de
ces sciquences se rattache au dciveloppement de Arc tg(ýo/2) = t avec S =
2t, C = 1 - t2 , H = 1 + t2

' l'autre est originale. A l'cipoque ohi le calcul
des fonctions n'citait pas encore tr~s au point, au niveau des ordinateurs, les
formules simplificies de Arc sin et Arc cos nous ont rendu un grand service.
Ainsi, yp# S. 14+ qui n'est pas ridicule hi S =1, C = 0 : p 1 12. Mais
cela n'est pas le sujet de cet expos6.

Exemnple num~rique:

Appliquons cet algorithme au calcul de x, dcifini par:

2 = ex.-.1.+.....+.............( 1 + X) ...

On trouve ainsi :

(*) on pourrait encore considcirer les possibilitcis obtenues, en prenant les
formes polaires des N, P, Q. Ainsi, h la seconde ligne, au lieu de aiP, on

craialN+P, etc...
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N= 1 =1.00
p 2 =0.6666

-2- 0.69230

R §-52= 0.693 333
S 375= 0.693_1608
T = 3246 =0.693145 41
U = 32781-0631497

47293 0.9-4 7

V 378344 -06317164
545 835 06317164

W = 4912515 -0.693 147 183 3377087261-

= 70872610 -0.693 147 180 436102247563 -

0.693 147 180 559 945 309

soit environ un gain d'une d~cimale A chaque it6ration, ce qui reste plus
qu'honorable compar4 avec les s6ries traditionnelles ln(1 + u) avec u=1
ou ln( 'ju) avec u = 1, bien plus convergente.

§4. Promenade au. Pays du Logaritlime

Ei est toujours passionnant de reprendre h son compte 1'tude des fonctions
616mentaires, qui conduisent h des d~veloppemnents d'une telle richesse, qu'ils
paraissent in~puisables. Ainsi en est-il. avec le logarithme, l'6tude qui suit,
et qui n'est qu'un. tout petit aper~u des propri6t~s que r6vble l'analyse, sans
parler des propri~t6s d6voil6es par l'arithm~tique.

L'4tude pr~c~dente, reprise de fagon litt~rale, founit la succession d'appro-
ximations
(x - 1) ; 2 (-) ; 24+ 3(L1)( +26 +1

On constate d~jh plusieurs r~gles emnpiriques. Sans insister, posons:
si n -- 2p - (x-') P2-2 sifl=2 p+ 1: fl(x-1)(x+1)Q~-

On peut encore r~duire l'criture de ces polyn6mes reconnus symn6triques, en
posant x + -1 - 2 = 2t et Si kq = 1 pour les polyn6mes P et kq = q pour les
polynbrmes Qx
Q ou P = 1
P1 ou. Q, = t + 3k2
P2 ou Q2 = t2 + 15k2t + 30k3
P3 ou Q = t3 + 63k2 t

2 + 420k 3t + 630k4
P 4 ou Q = t4 + 255k 2 t

3 + 4410k3 t
2 + 18900k 4t + 22680k5

On peut encore comparer ces fonctions avec les r~duites du d~veloppemnent
de ln(x) en fractions continues, tr~s inhabituelles, parce qu'elles sont centr6es
autour de x = 1 au lieu du z6ro habituel. Elles sont trbs faciles h obtenir,
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par int6gration de formules Q(x)ln(x) - P(x) = k(x - 1)n , altern6es avec des
changements de x en 11x, qui change le signe de ln(x).

On remarquera les carr6s des coefficients du bin6me, dans les expressions
des d~nominateurs de rang pair (cela se d~montre).

X2-1 +2 4x-5 3x x
2

-1) X
3

±178x
2

-9r,1O
( - 1) +1 I 4x+2 I x+4r+l1 9 X

2
1X+

1iix ý2,7x1-2 ý7x-i11i 3X
4
k128X

3
+108X

2
_ 192x-47 . 25 

4 
160 

3 
1 60x-25

3( 9 9+1) ' 1(i+8+12x+1) '6(x
4

+6 ;
3
+3 +16x+1)

Si66o-poex, et en utilisant la valeur des r~duites paires,
on peut m~me arriver h 6tablir cette formule particuli~ment brillante

lx)-2[D, DjD 2 +D 2 D 3 +D 3 D 4 + _+_____.

1 2 3 4 n

Remnarque. L'~tude arithm6tique, 4 laquelle j'ai fait allusion, ob6it h une
d6marche oppos6e h celle de la table des nombres premiers. On ne retient
des nombres entiers que ceux dont les facteurs premiers ne sont que les n
premiers nombres de cette table des nombres premiers. Les in~galit6s sur leurs
logarithmes qui en d~coulent fournissent une s~rie de solutions aux probl~mes
de Dirichiet-Hermite. On trouve ainsi une explication rationnelle aux gammes
musicales... Voir h ce sujet les derniers chapitres de mon livre "Quaternions".

Ces consid~rations s'appliquent aussi h des fonctions. Ainsi trouver les
meilleures solutions polynomiales h un degr6 donn6, sensiblement proportion-
nelle h~ un arc, et h leurs sinus et cosinus. On peut y rajouter la tangente,
etc...

§4. Gas de Plusieurs Variables

Le regard de l'analyse
Le probl~me est trop vaste pour 6tre expos6 en quelques lignes. Nous

renvoyons aux ouvrages sp6cialis&s, pour constater qu'il ne suffit pas de se
dormer p points, pour d~finir la valeur de p coefficients d'une interpolation hi
plusieurs param~tres. 11 intervient alors la notion de silhouette du polyn6me
associ6 h une grille de points donn~s. Les silhouettes les plus consid6r~es, h
deux variables, peuvent 6tre ainsi triangulaires E 'y avec a +3 : • n, ou
encore rectangulaires si a < n, 3 • q et carries si nfl q. Paradoxalement,
c'est avec les grilles les plus r~guli~res qu'on rencontre le plus de contraintes
h respecter.

G'est en fonction de la notion de sihouette que l'on imposera un certain
ordre de classement aux termes d'un polyn6me h plusieurs variables. Pour
d~terminer une fraction rationnelle h num6rateur lin6aire au voisinage d'un
point, on peut imaginer N'criture d'un d~terminant dont la premi~re ligne
s'6crit:

1, x) y) fL xf, yf, X If, Xyf, y2 f,....
la deuxi~me ligne exprime que f passe par le point X, Y, F (d6terminant nul, si
deux lignes 6gales) ensuite, un point voisin en X (puis en Y) et par diff~rence
avec cette seconde ligne s'exprimera h partir des d6riv~es partielles en X (puis
en Y). On poursuivra les lignes suivantes avec les d~riv6es d'ordre sup6rieur.
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Mais voilh ! On se heurte h un mur: le probl~me est ind~termin6.
"Qu'alors y faire" ? Faut-il renoncer ? Le probl~me exige une solution,

brillante, on batarde, peu importe, ii condition d'en trouver UNE !D~marche
industrielle, et non universitaire.

Alors, miracle !Quelle que soit la faqon dont on 16ve l'ind~termination,
par un choix arbitraire d'un terme de chaque degr6 du d~nominateur, on
retrouve le m~me num~rateur; or c'est de lui et de lui seul qn'on a besoin, et
tout rentre dans l'ordre.

Ici, honn~tement, je dois avouer, que je n'ai d6velopp6 ce calcul, assez
fastidieux, que dans le seul cas de deux: variables.

Retour h l'algorithme
Ei est plus rapide de faire un raisonnement, qne d'aucuns jugeront fort

acrobatique, mais parfaitement correct. Dans chaque 4quation, on suppose
le probl~me r~solu, pour tontes les variables, except6 une, d'abord x (puis
Y1 z),.. .). On applique alors notre algorithme an calcul de la premiere ap-
proximation de Newton donc Na, (puis Ny, N,,). On r6soud le syst~me, ce qui
donne Nx,,Ny, N,.

On utilise ces valeurs approch6es, comme on sait le faire pour determiner
Pa, (puis Py,, P.,) et par suite Pa,, Py, P,. Une troisi~me 6tape permettra le
calcul de Q.,,Qy, Q,, etc..

La meilleure silhouette qui convienne est donc carrie (a < n, '3 :5 n, -Y : n),
ou compl~t~e par des 0.

Remarque: Quel que soit le nombre de variables, l'optimisation du calcul
montre que l'id~al se situe entre la seconde it~ration Pa,, Py, P_., et la troisi~me
Qa,, QU,, Q~. -Apr~s il est pr~f~rable de revenir h un d~veloppement de Tay-
lor centr6 sur ce nouveau point, sauf cas de singularit6 extraordinaire, qu'en
principe on ne doit pas rencontrer dans la pratique industrielle.

Voilh, en raccourci, 1'expos6 de ce probl~me tr~s utile. Son 6tude ap-
profondie pourrait faire l'objet d'une th~se compl~te. La discussion semble
ici escamot&e: ce nWest pas tout* h fait vrai; car si une discussion s'impose,
c 'est qne, dans la pratique industrielle, il n'y a plus de solution pratique. Par
exemple, on ne cherche jamais l'intersection d'une forme avec une verticale,
qui coupe la forme en trois points, int~rieurs an carreau consid~r6. Comment
l'usinerait-on ? Comment l'embontir ?
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